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Резюме 

Цель исследования. Необходимость разработки математической модели определения состава бинарных 
отношений и аппаратно-ориентированного алгоритма умножения бинарных матриц, позволяющих 
обеспечить организацию параллельной обработки данных при определении состава бинарных отношений. 
Методы. Процедура определения состава бинарных отношений заключается в следующем: на первом 
этапе выполняется определение отношения следования, для этого производится его транзитивное 
замыкание; определение отношения связи происходит после выяснения отношения следования; затем 
происходит выяснение отношения альтернативы; на завершающем этапе определения состава 
бинарных отношений выполняется выяснение отношения параллельности. 
Результаты. В данной работе разработана математическая модель определения состава бинарных 
отношений и алгоритм умножения бинарных матриц. Новизной математической модели является 
введение бинарных отношений связи, альтернативы и параллельности вершин граф-схем параллельных 
алгоритмов в дополнение к отношению следования, известному в теории графов. Новизной алгоритма 
умножения бинарных матриц является сокращение числа итераций внутреннего цикла (по переменной k) 
при получении единичного значения на одной из итераций нахождения скалярного произведения двоичных 
векторов. 
Заключение. Разработанная математическая модель бинарных отношений следования и связи вершин 
граф-схем параллельных алгоритмов позволяет обеспечить организацию параллельной обработки 
данных при определении состава бинарных отношений. На базе математической модели определения 
состава бинарных отношений разработан аппаратно-ориентированный алгоритм для умножения 
бинарных матриц, позволяющий перенести вычислительно сложные процедуры умножения бинарных 
матриц на аппаратный уровень. Разработанная математическая модель и алгоритм позволяют 
осуществить практическую реализацию устройств для умножения бинарных матриц с прерыванием 
внутреннего цикла. 
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Abstract 

Purpose of research. The need for the development of a mathematical model for determining the composition of 
binary relations and a hardware-oriented algorithm for multiplying binary matrices that allow organizing parallel data 
processing when determining the composition of binary relations.  
Methods. The procedure for determining the composition of binary relations is as follows: at the first stage, the defini-
tion of the sequence relation is performed, for this purpose its transitive closure is performed; the definition of the 
connection relation occurs after clarifying the sequence relation; then the alternative relation is clarified; at the final 
stage of determining the composition of binary relations, the parallelism relation is clarified.  
Results. In this paper, a mathematical model for determining the composition of binary relations and an algorithm for 
multiplying binary matrices are developed. The novelty of the mathematical model is the introduction of binary rela-
tions of connection, alternative and parallelism of the vertices of flowgraphs of parallel algorithms in addition to the 
sequence relation known in the graph theory. The novelty of the binary matrix multiplication algorithm is the reduction 
of the number of iterations of the inner cycle (with respect to the variable k) when obtaining a single value at one of 
the iterations of determining the scalar product of binary vectors.  
Conclusion. The developed mathematical model of binary relations of the sequence and connection of the vertices 
of flowgraphs of parallel algorithms allows for the organization of parallel data processing when determining the com-
position of binary relations. Based on the mathematical model for determining the composition of binary relations, a 
hardware-oriented algorithm for multiplying binary matrices was developed which allows transferring computationally 
complex procedures for multiplying binary matrices to the hardware level. The developed mathematical model and 
algorithm allow for the practical implementation of devices for multiplying binary matrices with an interruption of the 
internal cycle. 
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*** 

Введение 

Одними из распространенных клас-
сов цифровых управляющих систем яв-
ляются системы логического управле-
ния (СЛУ). Они представляют собой 
параллельные многомодульные одно-
родные системы, которые связывают ты-
сячи параллельно работающих логиче-
ских контроллеров, в совокупности ре-
шающих возложенную на них задачу ло-
гического управления некоторым объек-
том управления в соответствии с задан-
ным алгоритмом логического управле-
ния. При проектировании СЛУ возни-
кает задача разбиения комплексного 
параллельного алгоритма управления на 
блоки разбиения ограниченной сложно-
сти в соответствии со структурными и 
функциональными ограничениями ба-
зиса СЛУ. Одним из ограничений при 
построении разбиений, упрощающим 
внутреннюю структуру контроллеров в 
составе СЛУ, является отсутствие па-
раллельных вершин в одном блоке раз-
биения. 

В связи с тем, что задача разбиения 
алгоритмов управления относится к 
классу NP–сложных и не допускает по-
лучения оптимального решения за при-
емлемое время для управляющих алго-
ритмов реальной сложности, на практи-
ке для ее решения применяются эври-
стические методы (методы случайного 
перебора [1], метод взвешенного слу-
чайного перебора [2,3], метод муравьи-
ной колонии [4], метод параллельно- 
 

последовательной декомпозиции [5,6], 
метод пчелиной колонии [7] и другие). 
Они требуют, в процессе работы, инфор-
мацию о бинарных отношениях вершин 
параллельной граф-схемы алгоритма уп-
равления, для которых производится 
поиск разбиений. Это необходимо для 
организации проверки на отсутствие 
параллельных вершин в составе форми-
руемых блоков разбиения. При разра-
ботке программных реализаций алго-
ритмов поиска разбиений существен-
ную часть вычислительного времени 
при определении состава отношений 
занимают матричные операции. 

В настоящее время существует боль-
шое количество важных практических за-
дач, включающих в своем составе вы-
полнение операции умножения матриц 
как на программном уровне, так и на 
аппаратном. При программной реализа-
ции одним из главных недостатков 
классических методов умножения явля-
ется низкая эффективность использова-
ния подсистемы памяти используемой 
вычислительной системы (например, связ-
ки CPU – RAM или GPU – графическая 
память [8,9]), что приводит к увеличе-
нию времени обработки и снижению 
реальной производительности вычисли-
тельной системы. С целью снижения 
влияния указанного недостатка возмо-
жен ряд оптимизаций, которые выпол-
няются программно на алгоритмиче-
ском уровне и позволяют повысить эф-
фективность использования кэш-памяти 
CPU (снизить число промахов кэша)  
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или разделяемой памяти GPU и, как 
следствие, реальную производительность 
используемой вычислительной системы 
[10-12]. Другим направлением для сни-
жения времени выполнения матричного 
умножения является использование 
специализированных вычислительных 
структур в виде устройств в заказном ис-
полнении или на базе ПЛИС. Большин-
ство известных устройств основаны на 
систолических вычислительных структу-
рах, могут выполнять умножение с ли-
нейной временной асимптотической 
сложностью, однако они характеризу-
ются большой аппаратной сложностью, 
что не позволяет их практическую реа-
лизацию на современном уровне разви-
тия полупроводниковых цифровых схем 
для матриц большой размерности. 

Существующие способы реализа-
ции матричных операций на аппарат-
ном уровне, способные снизить время 
обработки, могут быть разделены на 
три основных направления. 

1. Схемы на оптических элементах, 
которые по ряду причин не получили 
широкого распространения и в настоя-
щее время практически не применяют-
ся, например [13]. 

2. Устройства умножения матриц, 
имеющие вероятностные свойства и 
присущую им статистическую погреш-
ность, в настоящее время на практике 
не используются, например [14]. 

3. Устройства, в основу работы ко-
торых положен принцип параллельной, 
иногда в сочетании с конвейерной, мат-
ричной и/или систолической обработки 
данных (в том числе на базе систоличе-

ских структур). Они характеризуется су-
щественным выигрышем во времени вы-
полнения операции, в некоторых случаях 
позволяя выполнение умножения матриц 
с линейной временной асимптотической 
сложностью. Однако данным устрой-
ствам необходима специализированная 
многопортовая память, которая должна 
обеспечить достаточный темп поступ-
ления исходных данных, иначе быстро-
действие устройства будет лимитирова-
но именно ей, а не скоростью работы 
операционной части, например [15]. 

Кроме рассмотренных выше аппа-
ратных реализаций известны алгоритмы 
умножения матриц Штрассена, Штрассе-
на-Винограда, Копперсмита-Виногра-да, 
отличительной особенность которых яв-
ляется более низкая временная асимпто-
тика [16-19]. Однако практический выиг-
рыш от их использования наблюдается на 
матрицах значительно большего размера 
(миллионы элементов). Для данных алго-
ритмов умножения не было выявлено 
существующих аппаратных реализаций. 

При построении разбиений суще-
ствует необходимость в переносе вычис-
лительно сложных процедур с программ-
ного уровня на аппаратный. Одной из та-
ких процедур является определение со-
става бинарных отношений вершин граф-
схем параллельных алгоритмов. 

Материалы и методы 

В настоящее время существует ряд 
задач, связанных с обработкой граф-схем 
параллельных алгоритмов. Для решения 
таких задач определяются свойства би-
нарных отношений [20–23]. На множе-
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стве вершин граф-схемы алгоритма ис-
пользуются бинарные отношения следо-
вания   , связи   , параллельности 

  , альтернативы    [24]. 

Аналогичными отношениям следо-
вания и связи, которые определены для 

граф-схем параллельных алгоритмов, 
являются бинарные отношения контр-
достижимости, достижимости и связно-
сти вершин графов общего вида [25-26].  

На рис. 1 приведен пример граф-
схемы алгоритма для пояснения опреде-
ления состава бинарных отношений. 

 
Рис. 1. Граф-схемы алгоритма определения состава бинарных отношений, a0 – a13 – множество 

вершин граф-схемы  

Fig. 1. Flowgraphs of the algorithm for determining the composition of binary relations,  
a0 – a13 is the set of vertices of the flowgraph 

На основании рис. 1 определим 
примеры отношений между некоторы-
ми вершинами граф-схемы алгоритма: 

– отношение следования наблюдается 
между вершинами:      8 0 9 8 9 0,a a a a a a    ; 

– отношение связи наблюдается 
между вершинами:    0 2 0 3,a a a a  ; 

– отношение альтернативы наблю-
дается между вершинами:  10 11a a ; 

– отношение параллельности наблю-
дается между вершинами:    3 9 4 9, .a a a a    

Наиболее удобной формой пред-
ставления отношений между вершина-
ми является матрица отношений. 

Построение матриц отношений сле-
дования, связи, альтернативы и парал-
лельности, представленных на рис. 2-5, 
происходит на основании граф-схемы 
алгоритма, представленного на рис. 1. 
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Рис. 2. Матрица отношения следования граф-схемы алгоритма 

Fig. 2. The matrix of the sequence relation of the graph-scheme of the algorithm 

 

 
Рис. 3. Матрица отношения связи граф-схемы алгоритма 

Fig. 3. The matrix of the connection relation of the graph-scheme of the algorithm 
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Рис. 4. Матрица отношения альтернативы граф-схемы алгоритма 

Fig. 4. The matrix of the alternative relation of the graph-scheme of the algorithm  

 

 
Рис. 5. Матрица отношения параллельности граф-схемы алгоритма 

Fig. 5. The matrix of the parallelism relation of the graph-scheme of the algorithm 
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Главной особенностью матрицы от-

ношений при рассмотрении отношения 
следования   считается ее асимметрич-
ность относительно главной диагонали, 
все остальные отношения (связи, альтер-
нативы и параллельности) – симметрич-
ны относительно главной диагонали. 

Рассмотрим более подробно проце-
дуру определения состава бинарных от-
ношений. 

В первую очередь выполняется оп-
ределение отношения следования. Для 
этого производится его транзитивное 
замыкание [27-28], отталкиваясь от 
начальных значений, получаемых исхо-
дя из рассмотрения всех дуг передачи 
управления между вершинами в составе 
граф-схемы: 

      ,i j j k i ka a a a a a             (1) 

где , ,i j ka a a  – вершины граф-схемы па-

раллельных алгоритмов. 
Для хранения бинарного отноше-

ния следования применяется матрица 

отношений  R ijM m   (рис.2), , 1,i j N

, N – число вершин в граф-схеме алго-
ритма. В исходной матрице необходимо 
найти такие i, j и k, что истинно выра-
жение 

      ,i j j k i ka a a a a a              (2) 

или, что то же самое: 

     1 1 0ij jk ikm m m       ,       (3) 

и присвоить : 1ikm  , где ikm  – значение 

бинарного отношения в составе соот-

ветствующей матрицы отношений RM  . 

Повторять данное действие необходимо 
до тех пор, пока возможно нахождение 
элементов, удовлетворяющих выраже-
нию (2).  

При практической реализации дан-
ных операций существует два подхода. 
Первый базируется на алгоритме Флой-
да-Уоршала, позволяющем выполнить 
транзитивное замыкание отношения за 
один проход ввиду использования осо-
бого порядка рассмотрения элементов 
матриц, что ограничивает возможность 
его распараллеливания. Второй основан 
на возведении матрицы в степень.  

Второй подход возможно реализо-
вать двумя способами. Первый из них 
выполняется путем умножения исход-
ной матрицы бинарного отношения са-
мой на себя: 

...R R R RM M M M        .        (4) 

Число матричных умножений в фор-
муле (4) определяется исходными дан-
ными и ограничено сверху значением N. 
Это означает, что в худшем случае ис-
комое транзитивное замыкание будет 
найдено путем возведения матрицы в N-
ю степень. На практике, если после вы-
полнения очередного умножения мат-
рица не изменится, то умножение пре-
рывается. 

Второй способ основан на возведе-
нии матрицы в квадрат по формуле: 



Гвоздева С.Н.                                             Математическая модель определения состава бинарных отношений... 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2021; 25(2): 65-82 

73

2
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  

  

 

 

 
                     (5) 

Результирующее значение матри-
цы, обладающей свойством транзитив-
ного замыкания, будет получено в худ-

шем случае за 2log N    шагов. При 

практической реализации действия, в 
худшем случае потребуется число ша-
гов, пропорциональное логарифму от N, 
но изменение матрицы может прекра-
титься значительно раньше.

 
В процессе нахождения произведе-

ния бинарных матриц базовой операци-
ей является операция нахождения би-
нарного скалярного произведения i-го 
столбца и j-й строки матриц. Оно вы-
полняется по формуле 

1,
.ij ij ik kj

k N
m m m m   



     
 
         (6) 

В результате выполнения данной 

операции 2N  раз для всех , 1,i j N  по-
лучается результирующая матрица. Но-
визной алгоритма является сокращение 
числа итераций внутреннего цикла (по 
переменной k) при получении единич-
ного значения на одной из итераций 
нахождения скалярного произведения 
двоичных векторов.  

При умножении матриц с большим 
числом единиц число выполняемых 
итераций по k будет малым, что умень-
шает число обращений к памяти, так и 
число выполняемых операций (конъ 
 

юнкций и дизъюнкций). Программная 
реализация данного алгоритма имеет 
ряд недостатков, основным из которых 
является нерегулярно срабатывающее 
условие прерывания внутреннего цикла, 
приводящее к сбросам конвейера при 
спекулятивном выполнении соответ-
ствующего программного кода. Они 
снижают реальную производительность 
вычислительной системы при выполне-
нии умножения неплотных бинарных 
матриц, выполняемого для реализации 
транзитивного замыкания.  

После выяснения отношения следо-
вания производится определение отно-
шения связи (рис.3) путем выполнения 
покомпонентной конъюнкции:  

  .
T

R R RM M M             (7) 

Выяснение отношения альтернати-
вы производится путем анализа путей 
между условными вершинами и верши-
нами объединения альтернативных дуг, 
в результате чего оказывается сформи-

рована матрица RM  (рис.4). Указанная 

операция не зависит по данным от рас-
смотренных выше операций выяснения 
отношения следования и связи и может 
быть выполнена параллельно с ними. 
На завершающем этапе определения со-
става бинарных отношений выполняет-
ся выяснение отношения параллельно-
сти (рис.5):  

.R R RM M M             (8) 

Соответствующий параллельный 
алгоритм приведен на рис. 7.  
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Рис. 6. Параллельный алгоритм определения состава бинарных отношений (где T – временная 

переменная; f – переменная, использующаяся для досрочного прерывания цикла) 

Fig. 6. Parallel algorithm for the determination of binary relations composition (where T – is the 
temporary variable; f – is the variable used for early interruption of the cycle) 

Результаты и их обсуждение 

В результате вычислительного экс-
перимента были получены следующие 
зависимости вероятности досрочного 

прекращения умножения бинарных век-
торов 1    (  – вероятность выпол-
нения операций умножения) от размера 
N умножаемых матриц и их плотности d 
является нетривиальной и может быть 
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установлена эмпирически в ходе вы-
числительного эксперимента. Для этого 
формируется случайная бинарная мат-
рица размера N N , включающая в 
своем составе 2M dN     единиц, для 

нее производится возведение в квадрат, 
в ходе выполнения которого подсчиты-
вается необходимое для этого число  
 

конъюнкций (логических умножений) 
K, по которому вычисляется вероят-
ность досрочного прекращения умно-

жения 31 1 K
N

      ( 3N  – число 

умножений элементов матриц без до-
срочного прерывания). Соответствую-
щая зависимость  d  для 128N   

представлена на рис. 7. 

 
Рис. 7. Зависимость вероятности выполнения умножения (β) от плотности умножаемых матриц 

(d) (пример для 128N  ) 

Fig. 7. Dependence of the probability of performing multiplication (β) on the density of the multiplied 
matrices (d)  (example for 128N  ) 

Например, для 0.2, 0.007d    , 
что обеспечивает сокращение числа 
итераций внутреннего цикла в 142 раза 
и время сокращается с 1765 мс до  
12,35 мс.  

Анализ полученных результатов 
позволяет сделать вывод о том, что с ро-
стом размера N умножаемых матриц чис-
ло выполняемых умножений 3K N , 
значение величины 0,01   для 128N  ,  
 

0,1d  , и раннее прекращение операции 
умножения битовых векторов (в приве-
денном примере – на 2–3 порядка) со-
кращает необходимое число умножений 
элементов матриц при вычислении про-
изведения бинарных матриц.  

Выводы 

В данной работе представлено ма-
тематическое описание бинарных от-
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ношений вершин граф-схем параллель-
ных алгоритмов.  

Формулы (1) – (3) определяют 
свойства используемых бинарных от-
ношений и в совокупности с (6) – (8) 
образуют математическую модель ра-
боты устройства обработки бинарных 
матриц. Новизной математической мо-
дели является введение бинарных отно-
шений связи, альтернативы и параллель-
ности вершин граф-схем параллельных 
алгоритмов в дополнение к отношению 
следования, известному в теории графов. 
Разработанная математическая модель 
бинарных отношений следования и свя-
зи вершин граф-схем параллельных ал-
горитмов, позволяет обеспечить орга-
низацию параллельной обработки дан-
ных при определении состава бинарных 
отношений. 

На базе математической модели 
бинарных отношений разработан аппа-
ратно-ориентированный алгоритм для 
умножения бинарных матриц, ориенти-
рованный на параллельную аппаратную 
реализацию. Данный алгоритм позволя-
ет перенести вычислительно сложные 
процедуры умножения бинарных мат-
риц на аппаратный уровень. Особенно-
стью данного алгоритма является со-
кращение числа итераций внутреннего 

цикла за счет возможности досрочного 
прерывания умножения матриц. 

Эффективным способом практиче-
ской реализации является разработка 
специализированной аппаратно-ориен-
тированной структурно-функциональ-
ной организации устройства обработки 
бинарных матриц. Примером является 
устройство для возведения бинарной 
матрицы в квадрат [29], ориентирован-
ное на аппаратную реализацию алго-
ритмов классического умножения, ха-
рактеризуется умеренным быстродей-
ствием и низкой аппаратной сложно-
стью [30] и позволяет осуществить пре-
рывание вычислительного процесса при 
умножении битовых векторов 

Разработанная математическая мо-
дель и алгоритм позволяют осуществить 
практическую реализацию устройства 
для умножения бинарных матриц с пре-
рыванием внутреннего цикла. 

На основе полученных результатов 
можно сделать вывод о том, что с ро-
стом размера умножаемых матриц ран-
нее прекращение операции умножения 
битовых векторов сокращает на 2-3 по-
рядка необходимое число умножений 
элементов матриц при вычислении про-
изведения бинарных матриц.  
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