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Резюме 

Цель исследования. Целью работы является исследование математической модели системы автоматиче-
ского регулирования (САР), состоящей из регулятора и объекта управления для исполнения на микропро-
цессорной системе с поддержкой операционной системы реального времени. В качестве изменяемых пара-
метров приняты структура САР, коэффициенты передачи передаточных функций звеньев, постоянные 
времени и транспортные задержки. Выходные данные представлены в виде переходных процессов. Задачей 
является сравнение аналитического и численных методов для программной реализации математической 
модели САР с применением программируемого логического контроллера (ПЛК) в составе испытательного 
стенда с микропроцессорным электроприводом. Задачей является сравнение аналитического и численных 
методов для программной реализации математической модели САР с применением программируемого логиче-
ского контроллера (ПЛК) в составе испытательного стенда с микропроцессорным электроприводом. 
Методы. Использованы метод системного анализа, теория автоматического управления, численные 
методы дифференцирования и интегрирования, дифференциальные и разностные уравнения. 
Результаты. Практические рекомендации для выбора ПЛК при решении задач моделирования объектов и 
систем управления исходя из инерционности входящих в контур регулирования звеньев. В качестве кри-
терия оценки используется относительная погрешность (интегральная, для САР в целом) и выпол-нение 
требования устойчивости цифровой модели. 
Заключение. Исследования показали, что для канонических САР с объектами 1-го и 2-го порядка и транс-
портной задержкой с определенными критериями, такими как устойчивость цифровой модели и отно-
сительная погрешность (интегральная), существует связь между инерционностью моделируемых звеньев 
САР и производительностью ПЛК. Для практического подтверждения полученных результатов требуются 
дополнительные исследования. 
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Abstract 

Purpose of research. The aim of the work is to study the mathematical model of the automatic control system 
(ACS), consisting of a regulator and a control object for execution on a microprocessor system with support for a real-
time operating system. The structure of the ACS, the coefficients of transfer of the transfer functions of the links, time 
constants and transport delays are adopted as variable parameters. The output data are presented in the form of 
transient processes. The task is to compare the analytical and numerical methods for software implementation of the 
mathematical model of the ACS using a programmable logical controller (PLC) as part of a test bench with a 
microprocessor electric drive. The objective is to compare analytical and numerical methods for software implementa-
tion of a mathematical model of automatic control system using a programmable logic controller (PLC) as part of a 
test bench with a micropro-cessor electric drive. 
Methods. The methods of system analysis, automatic control theory, numerical methods of differentiation and 
integration, differential and difference equations were used. 
Results. Practical recommendations for choosing a PLC when solving problems of modeling objects and control 
systems based on the inertia of the links included in the control loop. The relative error (integral, for the ACS as a 
whole) and the fulfillment of the requirement for the stability of the digital model are used as an evaluation criterion. 
Conclusion. The studies have shown that for canonical ACS with 1st and 2nd order objects and transport delay with 
certain criteria, such as digital model stability and relative error (integral), there is a connection between the speed of 
the simulated ACS links and the PLC performance. Additional studies are required for practical confirmation of the 
obtained results. 
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*** 

Введение 

Для описания работы САР в дина-
мике используют неоднородные диффе-
ренциальные уравнения вида: 

y(n)(t)+an-1y(n-1)(t)+...+a1y'(t)+a0y(t)= 

=bmf(m)(t)+bm-1f(m-1)(t)+...+b1f'(t)+b0f(t)+ 

+gku(k)(t)+gk-1u(k-1)(t)+…+g1u'(t)+ 

+g0u(t),                                (1) 

где y(t), y’(t), ..., y(n)(t) – неизвестная 
функция времени и ее производные; 

f(t), f’(t), ..., f(m)(t) – функция внеш-
него возмущения от времени и ее про-
изводные; 

u(t), u’(t), ..., u(k)(t) – функция зада-
ющего воздействия от времени и ее 
производные; 

a0, a1, ..., an-1, b0, b1, ..., bm-1,  
g0, g1, ..., gk-1 – коэффициенты. 

Для линейных систем управления эти 
уравнения имеют постоянные коэффи-
циенты [1]. 

Для исследования поведения САР 
широко используют операторный метод 
представления (преобразование Лапласа): 

L{f(t)}=F(s)= න f(t)
∞

0
e

-st

dt, 

L-1{F(S)}=f(t)= 1
2πj ∫ F(s)c+j∞

c-j∞ e
st

ds.        (2) 

Здесь s – комплексная переменная: 
s=c+jω. 

Уравнение (1), записанное относи-
тельно изображения по Лапласу, имеет вид 
        (a0sn+a1sn-1+…+an)Y(s)= 

        (b0sm+b1sm-1+…+bm)X(s),              (3) 

иначе 

        Y(s)=
b0sm+b1sm-1+…+bm

a0sn+a1sn-1+…+an
X(s)= 

        =W(s)X(s).                                           (4) 
 

W(s)=
b0sm+b1sm-1+…+bm

a0sn+a1sn-1+…+an
.             (5) 

        

Передаточная функция W(s) широ-
ко используется при анализе структур-
ных схем. Функциональная схема САР 
приведена на рис.1 [2]. 

В микропроцессорных регуляторах 
используется дискретная форма пред-
ставления передаточной функции. Ма-
тематическое обеспечение для расчета 
y(t) можно реализовать как с примене-
нием численного решения дифференци-
ального уравнения (1), так и с помощью 
разностных уравнений [3, 4]. 

К методам численного решения диф-
ференциальных уравнений относятся ме-
тод Эйлера, Рунге-Кутты и Адамса [5]. 
Современные проблемно-ориентирован-
ные программные продукты имеют уни-
версальные решатели на базе этих мето-
дов. Для решения в реальном масштабе 
времени необходим наиболее быстрый 
метод. Сравнивая известные методы по 
точности и трудоемкости вычислений, 
предпочтение следует отдать методу Эй-
лера (явная схема). Согласно этому мето-
ду расчетная формула имеет вид 

        yi+1=yi+h∙f൫xi,yi൯,  

xi+1=xi+h,    i=0,1,…,n.         (6) 

Как известно, устойчивость явного 
метода Эйлера ниже, чем у неявного. 
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Рис.1. Функциональная схема САР: ЗУ – задающее устройство для управления уставками 

параметров технологического процесса (АРМ оператора со SCADA/панель оператора);  
X(s) – уставка; Рег – регулятор (микропроцессорный/ ПЛК); УМ – усилитель мощности 
(магнитный пускатель/ сервопривод); ИМ – исполнительный механизм (шпиндель/ заслонка); 
ДОС – датчик обратной связи (давление/ температура); Y(s) – технологический параметр 

Fig.1. Functional diagram of the SAR: ЗУ – setting device for controlling process parameter settings 
(operator workstation with SCADA/operator panel); X(s) – setting; Рег – regulator 
(microprocessor/PLC); УМ – power amplifier (magnetic starter/servo drive); ИМ – actuator 
(spindle/damper); ДОС – feedback sensor (pressure/temperature); Y(s) – process parameter 

 

При использовании неявного мето-
да решение становится нелинейным, что 
приводит к увеличению трудоемкости 
вычислений. Устойчивость явного ме-
тода Эйлера обеспечивается рациональ-
ным подбором шага интегрирования h. 

Второй подход формализации ре-
шения уравнений (1) основан на пере-
ходе от преобразования Лапласа к z-
преобразованию: 

z=esT=1+
sT
1!

+
s2T2

2!
+

s3T3

3!
+…         (7) 

  

В зависимости от схемы известны 
три формы дискретизации: метод левых 
прямоугольников, метод прямоугольни-
ков и метод трапеций. Соответствующие 
им замены в передаточных функциях 
имеют вид: 

а) метод левых прямоугольников 

s=
z-1
T

  ,                                                  (8) 

       б) метод прямоугольников 

s=
z-1
zT

  ,                                                  (9) 
     

в) метод трапеций 

s=
2
T

z-1
z+1

.                                             (10) 
    

 

Материалы и методы 

Модель САР 
В реальных физических системах ши-

роко используются численные методы 
идентификации объектов управления, при 
этом распространенными являются мо-
дель первого и второго порядков [6]. 

Модель первого порядка (тепломас-
сопереноса) имеет задержку  и описыва-
ется уравнением вида 

y(t)= ቊKoу ቂ1-exp ቀ- t-τ
T

ቁቃ  при t≥τ,
0 при t<τ.

 (11) 

В операторной форме модель имеет 
вид [7] 

W(s)= Koу

Ts+1
e-sτ.                                   (12) 

   

При идентификации параметров мо-
дели определяют коэффициент переда-
чи объекта управления Kоу, постоянную 
времени T и транспортную задержку . 
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Если модель первого порядка неадек-
ватно описывает объект управления и в 
нем явно просматривается еще одна не-

зависимая инерционность, то исполь-
зуют модель второго порядка. Она опи-
сывается уравнением вида [8]: 

y(t)=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧Koу ቂ1- T1

T1-T2
exp ቀ- t-τ

T1
ቁ - T2

T2-T1
exp ቀ- t-τ

T2
ቁቃ  при t≥τ,T1≠T2

Koу ቂ1- ቀ1+ t
T1

ቁ exp ቀ- t-τ
T1

ቁቃ  при t≥τ,T1=T2                       
0 при t<τ.                                                                              

          (13) 

В операторной форме модель имеет 
вид [9] 

 

W(s)=
Kоу

(T1s+1)(T2s+1)
e-sτ.             (14) 

 

В отличие от модели первого по-
рядка она имеет не одну, а две инерци-
онности T1 и T2. 

Модель регулятора обычно строит-
ся по схеме П/ПИ/ПИД в зависимости от 
критериев оптимизации САР [10]. ПИД-
регулятор является общим случаем, П- и 
ПИ-регуляторы можно рассматривать как 
его частные случаи, когда интегральный 
и дифференциальный коэффициенты пе-
редачи равны нулю [11]. 

Уравнение, описывающее работу 
ПИД-регулятора, имеет вид: 

u(t)=Kпe(t)+ 1
Tинт

∫ e(t)dt+Tдиф
de(t)

dt
Tинт

0 ,(15) 

где Kп – пропорциональный коэффици-
ент передачи; Tинт – постоянная инте-
грирования; Tдиф – время предварения. 

Передаточная функция имеет вид 

R(s)=Kп+ 1
Tинтs

+Tдифs.                  (16) 

При программной реализации ПИД-
регуляторов есть свои особенности. Так, 
идеальное дифференцирующее звено за-
меняют на реальное с постоянной време-
ни фильтра Tф, причем обычно Tф ≪ ௗܶ.  
 

Для физической реализации ПИД-регу-
лятора обычно вводят нелинейности типа 
«насыщение» и «мертвая зона» [12-14]. 

В графическом виде динамическая 
модель САР имеет вид (рис.2). 

 
Рис. 2. Структурная схема САР 

Fig. 2. Structural diagram of the SAR 

Численная модель (метод Эйлера). 
Инерционное звено описывается диф-

ференциальным уравнением вида 

Tиз∙
dy(t)

dt
+y(t)=Kиз∙x(t).                 (17) 

                  

Выполнив замену вида 
dy(t)

dt
≈

∆y(t)
∆t

=
y(t)-y(t-∆t)

∆t
,             (18) 

 

получим выражение 

Tиз∙
y(t)-y(t-∆t)

∆t
+y(t)=Kиз∙x(t).      (19) 

В выражениях (18) и (19) общепри-
нятое обозначение ∆t соответствует ша-
гу интегрирования h в уравнении (6). 

Выразив функцию y(t) из (19), по-
лучим 

y(t)= Tиз
Tиз+∆t

·y(t-∆t)+ ∆t
Tиз+∆t

·Kиз·x(t).     (20) 
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Звено запаздывания описывается урав-

нением вида 

y(t)=Kзап∙x(t-τ).        (21) 

Интегральная компонента ПИД-ре-
гулятора описывается уравнением вида 

y(t)= 1
Tинт

∙ ∫ x(t)dtt
0 .       (22) 

Выполнив замену вида (18), получим 

y(t)=y(t-∆t)+ x(t)
Tинт

∙∆t.                        (23) 
       

Дифференциальная компонента ПИД-
регулятора описывается уравнением вида 

Tф∙
dy(t)

dt
+y(t)=Tдиф∙

dx(t)
dt

.        (24) 
      

Выполнив замену вида (18), получим 

        y(t)= 1
Tф+∆t

∙Tф∙y(t-∆t)+ 

+Tдиф∙(x(t)-x(t-∆t)).               (25) 
 

Ввиду высшего порядка малости  
Tф≪ Tдиф постоянная фильтра вносит 
незначительную погрешность в расчет, 
обеспечивая при этом физическую реа-
лизуемость производной и помехоус-
тойчивость [15-17]. 

С учетом вышеперечисленного в обо-
значениях (рис.2) система уравнений для 
дискретного описания динамики САР с 
объектом первого порядка имеет вид 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

e(t)=r(t)-y(t),                                                   
u(t)=Kпe(t)+ ቀu(t-∆t)+ e(t)

Tинт
∙∆tቁ +                

+ ቆ 1
Tф+∆t

∙ ቀTф∙u(t-∆t)+Tдиф∙൫e(t)-e(t-∆t)൯ቁቇ ,

u1(t)= Tиз
Tиз+∆t

∙u1(t-∆t)+ ∆t
Tиз+∆t

∙Kиз∙u(t),         

y(t)=Kзап∙u1(t-τ).                                             

               (26) 

В системе (26) выражение u1(t) со-
ответствует выходу инерционного звена 
и входу звена запаздывания. 

Для объекта второго порядка систе-
ма уравнений для дискретного описа-
ния динамики САР имеет вид: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

e(t)=r(t)-y(t),                                                     
u(t)=Kпe(t)+ ቀu(t-∆t)+ e(t)

Tинт
∙∆tቁ +                 

+ ቆ 1
Tф+∆t

∙ ቀTф∙u(t-∆t)+Tдиф∙൫e(t)-e(t-∆t)൯ቁቇ ,

u1(t)= Tиз1
Tиз1+∆t

∙u1(t-∆t)+ ∆t
Tиз1+∆t

∙Kиз1∙u(t),       

u2(t)= Tиз2
Tиз2+∆t

∙u2(t-∆t)+ ∆t
Tиз2+∆t

∙Kиз2∙u1(t),      

y(t)=Kзап∙u2(t-τ).                                               

               (27) 

В системе (27) выражение u1(t) со-
ответствует выходу первого инерционно-
го звена и входу второго инерционного 
звена. Выражение u2(t) соответствует 
выходу второго инерционного звена и 

входу звена запаздывания. Индексы 1 и 
2 в обозначениях коэффициентов пере-
дачи и постоянных времени соответ-
ствуют первому и второму инерцион-
ным звеньям соответственно. 
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Результаты и их обсуждение 

Рассмотрим численное моделирова-
ние системы уравнений (26) и (27).  

Параметры моделирования для си-
стемы с объектами 1-го и 2-го порядка 
приведены в табл.1. 

Таблица 1. Исходные параметры 

Table 1. Initial parameters 

Наименование /Name 
Обозначение 
/ Designation 

Значение 
/ Value 

Размерность / 
Dimension 

Характеристики системы с объектом 1-го порядка / 
Characteristics of a system with a 1st order object 

Коэффициент передачи / Transfer coefficient K1 1 – 
Постоянная времени / Time constant T1 0,5 c 
Транспортная задержка / Transport delay ߬ 0,3 c 

Характеристики системы с объектом 2-го порядка / 
Characteristics of a system with a 2nd order object 

Коэффициент передачи 1-го звена / 
Gear ratio of the 1st link 

K1 2,5 – 

Постоянная времени 1-го звена / 
Time constant of the 1st link 

T1 0,3 c 

Коэффициент передачи 2-го звена / 
2nd link gear ratio 

K2 1,2 – 

Постоянная времени 2-го звена / 
Time constant of the 2nd link 

T2 0,7 c 

Транспортная задержка / Transport delay ߬ 0,2 c 
 
 

При выборе параметров объекта уп-
равления внимание уделялось в основном 
постоянным времени. Как будет показано 
ниже, относительно малые значения по-
стоянных времени выбраны не случайно, 
а исходя из быстродействия ПЛК. 

В качестве регуляторов рассматрива-
лись П-, ПИ- и ПИД-регуляторы. Их на-
стройка выполнена по методу Циглера-
Никольса [4, 18, 19, 20]. Результаты на-
стройки приведены в табл. 2. 

При выборе шага интегрирования ис-
пользована теорема Котельникова, когда 

критерием эквивалентности является тре-
бование устойчивости цифровой модели. 
Так, для системы с объектом 1-го поряд-
ка выбран максимальный шаг 0,15 с, так 
как он является кратным транспортной 
задержке 0,3 с. Транспортная задержка – 
это минимальная постоянная времени 
объекта (τ=0,3< T1=0,5). Для системы 2-го 
порядка при транспортной задержке 0,2 с 
выбран максимальный шаг 0,1 с. Транс-
портная задержка в данном случае – это 
также минимальная постоянная време-
ни объекта (τ=0,2< T1=0,3< T2=0,7). 
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Таблица 2. Параметры регуляторов 

Table 2. Regulator parameters 

Тип регулятора /Regulator type ܭп ܭи ܭд 

Система с объектом 1-го порядка /System with 1st order object 

Пропорциональный / Proportional 1,67 - - 
Пропорционально-интегральный / 
Proportional-integral 

1,5 1,67 - 

Пропорционально-интегро-
дифференциальный / 
Proportional-integro-differential 

2 3,33 0,3 

Система с объектом 2-го порядка / System with 2nd order object 

Пропорциональный / Proportional 0,15 - - 

Пропорционально-интегральный / 
Proportional-integral 

0,69 1,14 - 

Пропорционально-интегро-
дифференциальный / 
Proportional-integro-differential 

0,92 2,29 0,09 

 
Невязка метода Эйлера определяет-

ся формулой  

ψn=y(xn+1)-y(xn)-hf(xn,y(xn)).             (28) 

В исследовании оценена суммарная 
относительная погрешность для полу-
чения практических рекомендаций при 
выборе характеристик ПЛК исходя из 
заданной погрешности моделирования. 
Качество регулирования, как и его па-
раметры, в работе не рассматриваются. 
Рассматривается лишь отклонение чис-
ленного решения от аналитического. 

Результат моделирования САР с объ-
ектом 1-го порядка с П-регулятором по-
казан на рис. 3. 

Результат моделирования САР с объ-
ектом 1-го порядка с ПИ-регулятором 
показан на рис. 4.  

Результат моделирования САР с объ-
ектом 1-го порядка с ПИД-регулятором 
показан на рис.5. 

Результат моделирования САР с объ-
ектом 2-го порядка с П-регулятором по-
казан на рис. 6. 

Результат моделирования САР с объ-
ектом 2-го порядка с ПИ-регулятором 
показан на рис. 7. 

Результат моделирования САР с объ-
ектом 2-го порядка с ПИД-регулятором 
показан на рис. 8. 

Относительные погрешности моде-
лирования приведены в табл. 3. 
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Рис. 3. Переходные характеристики САР с объектом 1-го порядка и П-регулятором 

Fig. 3. Transient characteristics of the automatic control system with a 1st order object and  
a P-controller 

 
Рис. 4. Переходные характеристики САР с объектом 1-го порядка и ПИ-регулятором 

Fig. 4. Transient characteristics of the automatic control system with a 1st order object and  
a PI-controller 
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Рис. 5. Переходные характеристики САР с объектом 1-го порядка и ПИД-регулятором 

Fig. 5. Transient characteristics of the automatic control system with a 1st order object and  
a PID-controller 

 
Рис. 6. Переходные характеристики САР с объектом 2-го порядка и П-регулятором 

Fig. 6. Transient characteristics of the automatic control system with a 2st order object and  
a P-controller 
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Рис. 7. Переходные характеристики САР с объектом 2-го порядка и ПИ-регулятором 

Fig. 7. Transient characteristics of the automatic control system with a 2st order object and a PI-
controller 

 
Рис. 8. Переходные характеристики САР с объектом 2-го порядка и ПИД-регулятором 

Fig. 8. Transient characteristics of the automatic control system with a 2st order object and  
a PID-controller 
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Таблица 3. Результаты моделирования 

Table 3. Simulation results 

Система с объектом 1-го порядка / System with 1st order object 
Шаг интегрирования, с / Integration step, s ℎଵ=0,05 ℎଶ=0,1 ℎଷ=0,15 
П-регулятор / P-regulator 7,3 15,8 24,4 
ПИ-регулятор / PI-regulator 6 13,1 20,4 
ПИД-регулятор - PID-regulator 16 31,8 45,6 

Система с объектом 2-го порядка / System with 2nd order object 
Шаг интегрирования, с / Integration step, s ℎଵ=0,025 ℎଶ=0,05 ℎଷ=0,1 
П-регулятор / P-regulator 22,8 47,5 45,8 
ПИ-регулятор / PI-regulator 14,4 31,7 69,8 
ПИД-регулятор / PID-regulator 55,7 123,7 - 

 

Выводы 

Результаты моделирования показы-
вают, что для уверенного моделирования 
САР с объектом 1-го порядка при шаге 
интегрирования h1=0,05 c относительная 
интегральная погрешность не превышает 
10% для П- и ПИ-регуляторов. Если до-
пуск можно увеличить до 20%, то удо-
влетворительные результаты могут быть 
получены ПИД-регулятора (h1 = 0,05 с) и 
П- и ПИ-регулятора при h2 = 0,1 с. Таким 
образом, адекватные результаты модели-
рования для объектов с малой постоян-
ной времени τ=0,3 с можно получить при 
цикле ПЛК 0,05 с и менее. 

Для моделирования САР с объектом 
2-го порядка при шаге интегрирования 
ℎଵ=0,025 с относительная интегральная 
погрешность начинается от 14,4% и бо-
лее для ПИ-регулятора. Эксперимент для 
ПИД-регулятора с шагом h3 = 0,15 с от-
четливо показывает потерю устойчиво-
сти цифровой модели САР, а не самого 
ПИД-регулятора, так как при уменьшении 
шага интегрирования наблюдается устой-
чивая тенденция к снижению колебаний. 
Таким образом, адекватные результаты 
моделирования для объектов 2-го порядка 
с малой постоянной времени τ=0,2 с мож-
но получить при цикле ПЛК менее 0,025 с. 
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