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Резюме 

Цель исследования. Цель данного исследования – решение задачи восстановления внешней нагрузки на 
стоечно-балочную конструктивную систему и оценка влияния на точность решения задачи погрешности 
зашумленных прогибов – конструктивных входных данных вычислительной системы. 
Методы. Основными научными методами, применяемыми в рамках данного исследования, являются методы 
моделирования и идентификации граничных условий, сеточный метод регуляризации решения обратных некор-
ректных задач. Также используются методы редукции измерений и аппроксимации, методы оценки качества 
обработки входных данных, алгоритмов регуляризации и аппроксимации с использованием сеточной функции 
Лебега абсолютным числом обусловленности задачи и минимума функции Лебега целевым параметром, 
численные методы. При условии равномерной непрерывной нормы абсолютной погрешности входных данных в 
выводе явных формул начальных параметров упругой линии балки и внешней нагрузки на стоечно-балочную 
конструктивную систему применен метод решения обратной задачи Коши для уравнения прогибов балки. 
Результаты. Основной результат настоящей работы представляет собой теоремы об изгибающем момен-
те и силе на свободном конце консольной балки. Полученные равенства позволяют применить результаты 
решения обратной задачи Коши для уравнения прогибов балки при восстановлении внешней нагрузки на 
стоечно-балочную конструктивную систему. Доказано существование и единственность решения. Также 
результатами являются формулы множителей Лагранжа в линейной лагранжевой аппроксимации и опти-
мальный план координат узлов сетки аппроксимации по чебышёвскому альтернансу для уравнения прогибов 
балки четвертой и пятой степени. Проведена оценка качества приближения внешней нагрузки на стоечно-
балочную конструктивную систему значениями целевых параметров. 
Заключение. В данной статье предложен метод решения задачи восстановления внешней нагрузки на 
стоечно-балочную конструктивную систему с применением результатов решения обратной задачи Коши 
для уравнения прогибов балки с минимизацией влияния погрешности зашумленных конструктивных 
входных данных на точность решения задачи. 
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Abstract 

Purpose of research. The purpose of this study is to solve the problem of restoring the external load on the rack–
and-beam structural system and to assess the impact on the accuracy of solving the problem of the error of noisy 
deflections – constructive input data of the computing system. 
Methods. The main scientific methods used in this study are methods of modeling and identification of boundary 
conditions, the grid method of regularization of solving inverse incorrect problems. Measurement reduction and ap-
proximation methods, methods for evaluating the quality of input data processing, regularization and approximation 
algorithms using the Lebesgue grid function, and numerical methods are also used. 
Results. The main result of this work is two theorems about the external load on a rack-and-beam structural system. 
The existence and uniqueness of the solution is proved. Also, the results are the formulas of Lagrange multipliers in 
linear Lagrangian approximation and the optimal plan of coordinates of the nodes of the approximation grid for the 
equation of deflections of the beam of the fourth and fifth degree with Chebyshev alternance. An assessment of the 
quality of the approximation of the external load on the rack-and-beam structure by the values of the target parame-
ters was carried out. 
Conclusion. This article proposes a method for restoring the external load on a rack-and-beam structure using the 
results of solving the inverse Cauchy problem for the equation of deflections of a beam with minimizing the influence 
of the error of noisy input data. 
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Введение 

Объектом исследования являются 
стоечно-балочные конструктивные си- 

 
 

стемы. Значительное количество отече-
ственных и зарубежных научных пуб-
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ликаций посвящено аналитическому и 
инструментальному исследованию эле-
ментов строительных конструкций, за-
дачам идентификации, которые связаны 
с проблемами мониторинга и диагности-
ки механического состояния конструк-
ций [1-10]. Например, в работе [10] 
представлена процедура моделирования 
и идентификации граничных условий 
для консольно-подобных структур. За-
дача восстановления целевых характе-
ристик стоечно-балочной конструктив-
ной системы как коэффициентная об-
ратная задача для алгебраических мно-
гочленов относится к обратным задачам 
строительной механики, родственным 
обратным задачам математической фи-
зики [7, 8, 11, 12]. Задача решается вы-
числительной системой, реализующей 
алгоритм оценки конструкций парамет-
рами идентификации [3, 10,11, 13-16]. В 
обратных задачах получаемые экспери-
ментально зашумленные входные данные 
вызывают большое возмущение решения 
[17, 14]. Интервальный анализ позволяет 
учитывать неопределённости и неодно-
значности постановки задачи [18, 19]. 

В коэффициентной обратной задаче 
Коши применительно к уравнению про-
гибов при плоском изгибе балки с за-
шумленными значениями прогибов 
(конструктивных входных данных вы-
числительной системы) выполнены ис-
следования по восстановлению непо-
средственно не измеряемых целевых 
характеристик: коэффициентов много-
члена – уравнения упругой линии балки 
и начальных параметров упругой ли-

нии, а также по связи точности экспе-
риментальных входных данных с точ-
ностью результатов обратной задачи [7, 
10, 20]. В этих исследованиях эффек-
тивно используются приемы вычисли-
тельной математики: сеточный метод 
решения обратных некорректных задач; 
регуляризация решения [10, 12, 20-24]; 
управление распределением узлов сетки 
аппроксимации параметрами регуляри-
зации, в том числе с учетом связи 
структуры сетки аппроксимации с че-
бышёвским альтернансом при равно-
мерной непрерывной норме абсолют-
ной погрешности входных данных [21, 
22, 24, 26-30]; редукция измерений [31-
33]; конечномерная линейная лагранже-
ва аппроксимация [27, 30]; использова-
ние функции и константы Лебега в по-
казателях качества обработки входных 
данных и алгоритмов оценки регуляри-
зации и аппроксимации [8, 34]; числен-
ные методы [8, 35]. При этом в иссле-
дованиях уделено мало внимания вос-
становлению нагрузок на конструктив-
ные системы – важному компоненту диа-
гностики механического состояния кон-
струкций [36, 37]. Актуально дополнить 
ранее выполненные исследования изуче-
нием восстановления нагрузок на стоеч-
но-балочную конструктивную систему. 

Цель данной статьи – разработка ме-
тодики восстановления внешней нагруз-
ки на стоечно-балочную конструктивную 
систему при плоском изгибе балки в 
условиях зашумленных измеряемых про-
гибомерами входных данных вычисли-
тельной системы. 



Информатика, вычислительная техника и управление / Computer science, computer engineering and control 

Известия Юго-Западного государственного университета / Proceedings of the Southwest State University. 2024; 28(3): 245-264 

248
Материалы и методы 

На рис. 1 представлена консольная 
балка постоянного сечения при плоском 
изгибе в главной плоскости yoz комби-
нированной внешней нагрузкой изги-
бающим моментом M и силой P на сво-
бодном конце балки, а также распреде-
ленной по балке нагрузкой q. 

 

 
Рис. 1. Балка с внешней нагрузкой 

Fig. 1. A beam with an external load 

На примере балки (см. рис. 1) рас-
смотрим обратную задачу Коши относи-
тельно начальных параметров упругой 
линии балки, а также определение внеш-
ней нагрузки на балку. 

На основании гипотезы плоских се-
чений дифференциальное уравнение из-
гиба балки имеет вид 

 5
2 max

5

qd y z
dz EIl

 ,                               (1) 

где y(z)  упругое смещение центра тя-
жести сечения балки вдоль оси z; q2 max 
 максимальное значение линейно воз-
растающей распределенной нагрузки 
q2(z) = q2maxz/l; EI  жесткость сечения 
балки на изгиб. 

В отсутствии распределенной мо-
ментной нагрузки (см. рис. 1): 

   

   

  2max

,

,

,

dM z
Q z

dz
dQ z

q z
dz

qdq z
dz l







                                (2) 

где M(z)  изгибающий момент в сече-
нии балки; Q(z)  перерезывающая сила 
в сечении; q(z) = q1 + q2(z)  распреде-
ленная нагрузка. 

Краевые условия для уравнения (1) 
относятся к значениям прогиба y, угла 
поворота dy/dz, изгибающего момента 
M(z) и перерезывающей силы Q(z). 

Нормальные фундаментальные функ-
ции приведенного к уравнению (1) од-
нородного уравнения d5y(z)/dz5 = 0 
имеют вид Y0(z) = 1, Y1(z) = z, Y2(z) = 
z2/2!, Y3(z) = z3/3!. Общий интеграл 
уравнения (1): 

         
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или с учетом соотношений (2) 
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2
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2max0 1

0 0
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.
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Mdy zy z y z
dz EI
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    
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Величины y(0), y'(0), M0 и Q0  
начальные параметры упругой линии 
балки (уравнения прогибов балки (1)), 
которые в обратной задаче Коши в 
строительной механике вычисляют в 
качестве целевых характеристик задачи. 

Уравнение (3) в компактной форме 
представляем многочленом 
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 
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r
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r
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Многочлен пятой степени (4) при 
усложнении вида распределенной на-
грузки в сравнении с нагрузкой, пред-
ставленной на рис. 1, обобщаем до мно-
гочлена 
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Вычислительная система реализует 
алгоритм получения коэффициентов 

,n ra  алгебраического многочлена 
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приближенного соотношением , ,n r n ra a  

к многочлену (5). 
Зашумленные конструктивные вход-

ные данные вычислительной системы  

значения прогибов балки  ,n iy a z  , i(1, 

2,…, n+1) на интервале [0, l] (см. рис. 1) 
от прогибомеров поступают на компо-
нент информационно-вычисли-тельной 
системы  техническое (аппаратное) 
средство для размещения входных дан-
ных. Входные данные измеряются на 
исследуемой конструкции в узлах сетки 
аппроксимации 

1 2 10  n lz z z      .                (7) 

Коэффициентная обратная задача 
для уравнения прогибов балки модели-
руется совокупностью уравнений (5), 
(6), (7) и уравнениями: 
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Для получения разрешенной систе-
мы уравнений воспользуемся условия-
ми Лагранжа [29] в виде 
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!

rn
i

n r n
i

za y a z i n
r

  



   . 

Тогда значения коэффициентов an,r 
вычисляются приближением с исполь-
зованием линейной лагранжевой ап-
проксимации (8) в методе неопределен-
ных коэффициентов. Формулы множи-
телей Лагранжа ln,r,i, в том числе мно-
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жителей ln,2,i и ln,3,i для начальных пара-
метров M0 и Q0, получаются решением 
системы уравнений (9). Множители Ла-
гранжа в формуле (8) представимы так-
же в виде [28] 

   , , ,0, 0|r
n r i n i zL L z                            (17) 

через базис Лагранжа 
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Частные формулы множителей Ла-
гранжа имеют вид: 
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




 


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


  




  




     







     (20) 

Формулами (17)  (20) дополняем 
исследуемую математическую модель 
коэффициентной обратной задачи. 

Используя апостериорно-интерваль-
ный анализ [10; 11] при выборе метри-

ки, каждое из входных данных  ,n iy a z   

характеризуем погрешностью (10). В 
математической модели коэффициент-
ной обратной задачи на точечном мно-
жестве  1 2 1, , , nZ z z z   применяем 

равномерную непрерывную норму аб-
солютной погрешности (11) [10], диф-
ференциал к оценке погрешности фор-
мул (8), в результате получаем суммар-
ную абсолютную погрешность по всем 
узлам сетки аппроксимации (12). 

Уровень погрешности вычисления 
коэффициентов an,r, эффективность об-
работки входных данных и решения ко-
эффициентной обратной задачи оцени-
ваем абсолютным числом обусловлен-
ности задачи n,r(Z), связывающим не-
равенством (13) верхние границы абсо-
лютной погрешности решения max[an,r] 
и погрешности max[yn(a, zi)] многочлена 
(1) в узлах сетки (7). В соответствии с 
формулами (8), …, (13) абсолютное 
число обусловленности задачи равно 
значению функции Лебега (14) [30], 
При заданном значении степени много-
члена (5) функция Лебега зависит лишь 
от структуры сетки (7). 

В оптимизационных исследованиях 
для минимизации влияния погрешности 
зашумленных входных данных на каче-
ство приближения используем специ-
ально сконструированную редукцией 
измерений структуру сетки (7). Для это-
го используем целевой параметр  кон-
станту Лебега второго рода n,r,s 

1 (15) 
[21], Считаем абсолютное число обу-
словленности задачи целевой функцией, 
решаем задачу минимизации числа обу-
словленности получением целевого па-
раметра (15) по условию (16). 

 
1 s – первая буква слова second (второй). 
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Специально сконструированные уз-
лы сетки (7) могут быть получены ре-
шением задачи (16). Задача может быть 
реализована прямым аналитическим 
методом разыскания частных произ-
водных функции Лебега (14) по пере-
менным zi на точечном множестве Z с 
учетом формул множителей Лагранжа 
ln,r,i c последующим получением без-
условного экстремума (минимума) и 
оптимального плана координат узлов 
сетки аппроксимации. 

При выводе явных формул в ради-
калах оптимальных узлов сетки аппрок-
симации (7) с увеличением значений n и 
r в многочлене (5) усложняются форму-
лы множителей Лагранжа, усложняется 
дифференцирование функциии (14) с 
преобразованием дифференциалов для 
каждой координаты узлов в разрешаю-
щих уравнениях, а при вычислении кор-
ней разрешающих уравнения по теореме 
Абеля на степень уравнений накладыва-
ется ограничение. В качестве альтернати-
вы дифференцированию функции (14) 
для решения задачи (16) и получения 
оптимальных координат узлов сетки ап-
проксимации используем предложенную 
в работе [21] связь распределения узлов 
сетки аппроксимации (7) с чебышёвским 
альтернансом экстремальных полиномов, 
в частности полинома Чебышёва перво-
го рода. 

Поставим задачу вычисления внеш-
ней нагрузки на балку с использованием 
математической модели коэффициентной 

обратной задачи по значениям предвари-
тельно вычисленных коэффициентов 

,n ra  с обобщением сетки аппроксима-

ции (7) на сетку 

1 2 10  n lz z z      .              (21) 

Результаты и их обсуждение 

Лагранжева аппроксимация в модели  
обратной задачи Коши 

Результаты вывода множителей Ла-
гранжа ln,r,i при n = 4, 5 решением си-
стемы уравнений (9) и по формулам 
(17) показаны в табл. 1. Уже при n = 5 в 
формулы множителей Лагранжа в виде 
дробей входят многочлены пятой сте-
пени, с увеличением n все сложнее по-
лучать множители Лагранжа решением 
системы уравнений (9) в сравнении с 
алгоритмическим методом использова-
ния формул (17). 

Формулы функции Лебега n,r со-
держат дроби с многочленами степени 
более n, в частности, знаменатель 
функции Лебега 3,3 ‒ многочлен чет-
вертой степени. Функция Лебега 4,2 
имеет вид алгебраической дроби, чис-
литель которой многочлен восьмой сте-
пени, а знаменатель – десятой степени. 
Функция Лебега при n  5 имеет еще 
более сложный вид. Эти обстоятельства 
затрудняют получение аналитическим 
методом оптимальной структуры сетки 
(7) минимизацией числа обусловленно-
сти задачи  целевым параметром (15) по 
условию (16). 
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Таблица 1. Формулы множителей Лагранжа ln,r,i 

Table 1. Formulas of Lagrange multipliers ln,r,i 

n r i Множители Лагранжа ln,r,i / Lagrange multipliers ln,r,i 

4 

2 

1        
2 3 2 4 2 5 3 4 3 5 4 5

1 2 1 3 1 4 1 5

2 z z z z z z z z z z z z
z z z z z z z z
    
   

 

2      
1 3 1 4 1 5 3 4 3 5 4 5

2 1 2 3 2 4 2 5

2 z z z z z z z z z z z z
z z z z z z z z

    
   

 

3       
1 2 1 4 1 5 2 4 2 5 4 5

3 1 3 2 3 4 3 5

2 z z z z z z z z z z z z
z z z z z z z z
    
   

 

4     
1 2 1 3 1 5 2 3 2 5 3 5

4 1 4 2 4 3 4 5

2 z z z z z z z z z z z z
z z z z z z z z

    
   

 

5      
1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4

5 1 5 2 5 3 5 4

2 z z z z z z z z z z z z
z z z z z z z z
    
   

 

3 

1     
2 3 4 5

1 2 1 3 1 4 1 5

6 z z z z
z z z z z z z z

  


   
 

2      
1 3 4 5

2 1 2 3 2 4 2 5

6 z z z z
z z z z z z z z

  


   
 

3      
1 2 4 5

3 1 3 2 3 4 3 5

6 z z z z
z z z z z z z z

  


   
 

4     
1 2 3 5

4 1 4 2 4 3 4 5

6 z z z z
z z z z z z z z

  


   
 

5     
1 2 3 4

5 1 5 2 5 3 5 4

6 z z z z
z z z z z z z z

  


   
 

4 

1      1 2 1 3 1 4 1 5

124
z z z z z z z z   

 

2       2 1 2 3 2 4 2 5

124
z z z z z z z z   

 

3       3 1 3 2 3 4 3 5

124
z z z z z z z z   

 

4       4 1 4 2 4 3 4 5

124
z z z z z z z z   

 

5        5 1 5 2 5 3 5 4

124
z z z z z z z z   
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Окончание табл. 1 / Ending of table 1 

n r i Множители Лагранжа ln,r,i / Lagrange multipliers ln,r,i 

5 

2 

1       
2 3 4 2 3 5 2 3 6 3 4 5 3 4 6 4 5 6

1 2 1 3 1 4 1 5 1 6

2 z z z z z z z z z z z z z z z z z z
z z z z z z z z z z
    


    

 

2         
1 3 4 1 3 5 1 3 6 3 4 5 3 4 6 4 5 6

2 1 2 3 2 4 2 5 2 6

2 z z z z z z z z z z z z z z z z z z
z z z z z z z z z z
     


    

 

6         
1 2 3 1 2 4 1 2 5 2 3 4 2 3 5 3 4 5

6 1 6 2 6 3 6 4 6 5

2 z z z z z z z z z z z z z z z z z z
z z z z z z z z z z
     


    

 

3 4       
1 2 1 3 1 5 1 6 2 3 2 5 2 6 3 5 3 6 5 6

4 1 4 2 4 3 4 5 4 6

6 z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z
z z z z z z z z z z

        
    

 

4 2        
1 3 4 5 6

2 1 2 3 2 4 2 5 2 6

24 z z z z z
z z z z z z z z z z

   


    
 

5 4        4 1 4 2 4 3 4 5 4 6

1120
z z z z z z z z z z    

 

 

Чебышёвская аппроксимация  
в коэффициентной обратной задаче 

Из теоремы связи распределения уз-
лов сетки аппроксимации (7) с чебышёв-
ским альтернансом [21] получено для 
сетки (21) следствие об оптимальном 
плане координат узлов сетки аппрокси-
мации по чебышёвскому альтернансу. 

Следствие. Если в коэффициентной 
обратной задаче Коши известна степень 
n исследуемого алгебраического много-
члена упругой линии балки, то при рав-
номерной непрерывной норме абсолют-
ной погрешности входных данных и ре-
зультатов решения задачи для минимиза-
ции влияния погрешности входных дан-
ных на точность вычисления начальных 
параметров упругой линии балки и 

внешней нагрузки на балку через коэф-
фициенты алгебраического многочлена 
упругой линии балки оптимальная сет-
ка аппроксимации с чебышёвским аль-
тернансом представима точечным мно-
жеством 

 
,

1
c 1os1 , 1:

2n i
lz

n
i n

i  
  







.     (22) 

Безразмерные координаты zn,i,d 1= 
zn,i/l узлов оптимальных сеток аппрок-
симации с точечным множеством (22) 
при n, равном двум, трем, четырем и 
пяти, представлены в табл. 2 явными 
формулами в радикалах и численными 
значениями. В методе линейной ла-

 
1 d – первая буква слова dimensionless (без-

размерное) 
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гранжевой аппроксимации по критерию 
(15) с дифференцированием функции 
(14) получены явные формулы в радика-
лах при n = 2, 3, 4, а при n = 5 – значения 
координат численным методом. Совпа-

дение результатов по критерию (15) с то-
чечным множеством (22) подтверждает 
вышеуказанное следствие. Очевидно, что 
по методу индукции точечное множество 
(22) применимо и при n > 5. 

Таблица 2. Оптимальные координаты zn,i,d узлов сетки аппроксимации (zn,1,d = 0, zn,n+1,d = 1) 

Table 2. Optimal coordinates zn,i,d of approximation grid nodes (zn,1,d = 0, zn,n+1,d = 1) 

n i 
Формулы координат в радикалах / 
Formulas for coordinates in radicals 

Численные значения координат / 
Numerical values of coordinates 

2 2 1/2 1/2 

3 
2 1/4 1/4 
3 3/4 3/4 

4 

2  1 2 2 2  0,1404 

3 1/2 1/2 

4  1 2 2 2  0,8536 

5 

2  3 5 8  0,09549 

3  5 5 8  0,34549 

4  3 5 8  0,6545 

5 (5+5)/8 0,9045 
 

Результаты решения задачи вычисления 
внешней нагрузки на балку  
с использованием математической  
модели коэффициентной обратной задачи 

По рис. 1 при n = 3 внешняя нагрузка 

0 0 3,2

3,3

0 3,3 ;
,

M M Q l a EI
a EIl

P Q a EI

     



   

 

при n = 4 внешняя нагрузка 

 

2
1

0 0

2

4,2 4,3 4,4

0 1 4,3 4,4

1 4,4

2

.

2

,

,

q lM M Q l

lEI a a l a

P Q q l EI a a l

q q a EI

   





 
 





  

   


 

  

При обобщении многочлена (4) до 
многочлена (5) внешняя нагрузка, в том 
числе средняя распределенная нагрузка 
qa 

1, имеет вид 

 
1 a – первая буква слова average (средняя) 
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



    


 


  





 
   

 








 




 

















  (23) 

Внешняя нагрузка (23) c учетом 
уравнения (8) имеет вид 

 

 

 
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1
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1
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13 1
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1 1

1

,3,
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3 1

, 3,
1 1
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jn n
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M EI y a z
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y a z

EI

l

l

l l
j

q l
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
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
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
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

 
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








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



    

   

   

  
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

   
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
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 (24) 

Применением дифференциала к 
оценке погрешности формул (24) и 
суммированием абсолютных погрешно-
стей отдельных составляющих в этих 
формулах получены абсолютные по- 

грешности внешних нагрузок, напри-
мер, погрешность внешней нагрузки M 
при n  4 
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а для оценки влияния погрешности 
входных данных на качество прибли-
жения внешней нагрузки получены це-
левые параметры в виде аналогов кон-
стант Лебега второго рода 

 
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Применяя формулы (13) … (16) к 
оценке погрешности формул (12) и (23), 
получены формулы безразмерных целе-
вых параметров n,r,s = lrn,r,s, n,M,s = 
l2n,M,s, n,P,s = l3n,P,s и 4

, , , ,j jn q s n q sl  , 

показанные в табл. 3. 
Значения целевых параметров каче-

ства приближения внешней нагрузки 
намного больше значений целевых пара-
метров качества приближения начальных 
параметров M0 и Q0 упругой линии бал-
ки. Снизить значения целевых парамет-
ров качества приближения внешней на-
грузки n,M,s и n,P,s, являющихся сеточ-
ными функциями, соответственно до 
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значений параметров n,2,s и n,3,s с по-
лучением оптимального плана узлов 
сетки аппроксимации позволяют ре-
зультаты теорем 1 и 2. 

Таблица 3. Безразмерные целевые параметры 
качества приближения внешней 
нагрузки 

Table 3. Dimensionless target parameters of the 
external load approximation quality 

n 

Обозначения  
параметров / 

Parameter des-
ignations 

Численные зна-
чения парамет-
ров / Numerical 
values of the pa-

rameters 

2 2,2,s=2,M,s 16 

3 

3,2,s 96 

3,3,s=3,P,s 192 

3,M,s 288 

4 

4,2,s 320 

4,3,s 1536 

14,4, 4, ,s q s    3072 

4,M,s 5360 

4,P,s 4608 

5 

5,2,s 800 

5,3,s 6720 

1 ax5,4, 5, ,ms q s    30720 

2 ax5,5, 5, ,ms q s    61440 

5,M,s 28000 

5,P,s 37440 

 

Теорема 1. Если в коэффициентной 
обратной задаче при плоском изгибе 
 консольной балки известны степень n 
исследуемого алгебраического много-
члена упругой линии балки и формулы 
множителей Лагранжа ln,2,i при n  3, то 
для минимизации влияния погрешности 
входных данных на точность вычисле-
ния внешней нагрузки изгибающим 
моментом M на свободном конце балки 

приближением  
1

, ,
1

,M

n

n i n i
i

M l y a z






    

множители Лагранжа ln,M,i равны умно-
женным на (1) множителям Лагранжа 
ln,2,i с обратной последовательностью 
узлов сетки аппроксимации. 

Таким образом, множители Лагран-
жа ln,M,i образуют последовательность 
ln,M,1 = ln,2,n+1, ln,M,2 = ln,2,n, …, ln,M, n+1 = 
= ln,2,1, что эквивалентно равенству 

ln,M,i = ln,2, n+2-i.                             (25) 

Теорема 2. Если в коэффициентной 
обратной задаче для уравнения проги-
бов известны степень n исследуемого 
алгебраического многочлена упругой 
линии балки и формулы множителей 
Лагранжа ln,3,i, то при n  4 для миними-
зации влияния погрешности входных 
данных на точность вычисления внеш-
ней сосредоточенной нагрузки Р на 
свободном конце балки приближением 

 
1

, ,
1

,
n

n P i n i
i

P l y a z






    множители Ла-

гранжа ln,P,i равны множителям Лагран-
жа ln,3,i с обратной последовательностью 
узлов сетки аппроксимации. 
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Таким образом, множители Лагран-
жа ln,P,i образуют последовательность 
ln,P,1 = ln,3,n+1, ln,P,2 = ln,3,n, …, ln,P, n+1 = ln,3,1, 
что эквивалентно равенству 

ln,P,i = ln,3, n+2-i.                                (26) 

Теоремы 1 и 2 доказываются по ин-
дукции. С использованием соотноше-
ния (25) при n(3, 4, 5) численным спо-
собом получены значения целевых па-
раметров n,M,s и n,M,s, соответственно 
равные значениям n,2,s и n,2,s, в том 
числе показанные в табл. 3. Также по-
лучено равенство значений целевых па-
раметров n,P,s и n,3,s, соответственно с 
параметрами n,P,s и n,3,s с использова-
нием соотношения (26) при n(4, 5), 
что доказывает теоремы 1 и 2. Тем са-
мим доказано существование и един-
ственность решения задачи восстанов-
ления внешней нагрузки на стоечно-
балочную конструктивную систему. По 
методу индукции формулы (25) и (26) 
применимы и при n > 5. 

Результаты теорем 1 и 2 снижают 
погрешность вычисления целевых па-
раметров, в частности, в 5,5 раз пара-
метра 5,P,s и в 3,5 раз параметра 5,M,s. 
Эти параметры соответствуют опти-
мальным координатам zn,i,d узлов сетки 
аппроксимации (см. табл. 2), отклоне-
ние координат от оптимальных увели-
чивает погрешность целевых парамет-
ров, в частности, при равномерной сет-
ке аппроксимации погрешность пара-
метров 5,P,s и 5,M,s увеличивается бо-

лее, чем в 1,6 раз. Приведенные оценки 
влияния погрешности зашумленных 
входных данных вычислительной си-
стемы на точность решения задачи вос-
становления внешней нагрузки на сто-
ечно-балочную конструктивную систе-
му, а также влияния отклонения коор-
динат сетки аппроксимации от опти-
мальных, характеризируют эффектив-
ность данного исследования. 

Выводы 

Данное исследование посвящено во-
просам обработки вычислительной систе-
мой зашумленных конструктивных вход-
ных данных в обратной задаче Коши для 
уравнения прогибов балки с последую-
щим вычислением внешней нагрузки на 
стоечно-балочную конструктивную си-
стему. 

В задаче вычисления внешней на-
грузки на стоечно-балочную конструктив-
ную систему предложена математическая 
модель, включающая связь распределения 
на исследуемой конструкции узлов сетки 
аппроксимации, в которых измеряются 
прогибы балки в качестве входных дан-
ных вычислительной системы, с чебы-
шёвским альтернансом. 

Решение поставленной задачи полу-
чено с выявленной в линейной лагранже-
вой аппроксимации функциональной свя-
зью множителей Лагранжа для внешней 
нагрузки на стоечно-балочную конструк-
тивную систему и для начальных пара-
метров упругой линии балки. 
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